
Foglio 2 - Soluzioni



ESERCIZIO 1 (Diario del corso, es . 31)

Calcolare

/Sp yzdxdy
ean D = T0,1] x [0 ,1)

.

soluzioni y=X
A

D

IIIIII"De
>

Noliamo che D è simmetrico rispetto alla retto y= X.
Inoltre

, posto f=y2 si ta f(x ,y) = f(y ,x)
Pertanto,/ydxdy = 2 f) ydxdy =:I

Descriviamo D , in polari. (X = proso, y=psint).
Chiaramente

,
OETO,/4]. otto,/]

Poi S
opeosoI

=> opeminho,alco
O = PSintes



D, è dunque O-normale

I= 2 /costpdp) do
↓za do
I

Tida =zo-trasdo
sino-e

coso do= de=(
= (A)

conti
1

⑮22=Se++el+ us A=B= C=D = 1/4

fratti semplici

(A) = 1eudu +1 du +1 du
I
=> Blog (1-u)/Flog(ul
!
-Glog(+



ESERCIZIO 2

lalcolare

Se Sy" -x4)e(X
-y)z+my

dxdy
Kij

con E = h(X,y) < 1R2) 1 =xy =2, X= y = X+ 1, X, y20}

Soluzione

Poniamo f(x,y ,z) = f)+ Sy" -xz)e(x
-y)7+*

axdy. Ei E
1/x = y = 2

Kij
X = y =X+1

e
Usiamo il cambio dicoordinate T : IR

2
o IR

2

(es ,v) I ·

qu,
XSe ,v) yseN)

Idet5+ 14 ,01/ = 12 mo dxdy = 1 dude

Xy =+ = u
4

Dunge : X = y = X
+10 0 y-X11 0V = 1

=Xy212



N

Notiamo poi che see E M20 poiché M= X+y e per (Xy) E Si ha X ,% 20.

Pertanteruz .

Riassumendo : il dominio E
, si scrive rispette alle coordinate (M ,v) come

Tel=E = ((M,)/0v= 1,u- v-normale !

fa
v
a y

= X+1

e -u
=

·
T Xy=2

-
i i

Tu Xy= 1

>
X

EDominio (M .v! Dominio E (X ,y)



Poi :

f(x ( ,0) ,y( .1)=
Finally :

Sfxysdxdy=In
↓
&wer du) diMe

le ↓ 112vevee
I
↓ letel zwerde = lezel estelle-1)



ESERCIZIO 3 (Diario del Corso
,
es . 17)

considera il carpo D = [ (X ,y) CIR2/p + y213, avente densità di massa

m(x ,y) = 92+x
Se X =0

se X20

lalcolare il centro di massa di D.

Soluzione

Il centro di massa è dato da CM= (Xcr , yore) con :

E
Xcr=san()

e

*Mixyldxdy

yom=saca((p y M (x,y , dxdy
Partiamo da

massa (D) = SSpMaxdy .
M

D
·

I D

I S I I >
-2 2

-
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Rividiamo D in due perli , D= DUD2

Dr = [-e=x/- y=

ac = <0= x=21- =y= Nx4]

massa (D) - f) dxdy + f) (x+1) dxy
Il
= f)dxdy + (dxdy + f) xdxya
I
= ara(D) + f) pyx-dxdy

Area (D) = orea ellisse semiassi 2 e 1 = T .2 .1 =2.

S
simmetrio dantfz pari rispetto ad y

Resta da Calcolare /(pXdxdy = 2//p+X=dxdy
dove Dat = DanEyzo = 102x=210 =y= NxT].



//pa**dxdy = 2((p+X=dxdy
↓(2) dy)dx
I
=aNex
1 +

X = 2 sin 3
= 44sinist3 = ancsim* 1- sin23 coszalz

dx = 2 coszay ↓ π/z

16
.
Sin eosz e 3

↳
1g sin (22 de

I 4

->41 sin (23) de

bisezione
↓--Sin (42)]=

m massa (D) =3



Ora calcoliamo

Xcm = nasact/p X McXy)dxdy

↓
[/(p

,

X dxdy + ((px + xi(dxdy]
↓
[S(pXdxdy + /(p

,

X=dxdy]
!

per simmetria !

simmetria dominio rispetto a yResta dacalcolare + funzione pari↓
(pdxdy = 0((p+dxdy
1ag dy)d

↳2 dx

13d
I



NSe

=-Id

↑-
=-E(7 . 2- 823)
I /

=>14=320

m Xcr = 64/45

Yam = masatSp yMXy)dxey
↓
#[/b

,

Yaxdy + (((y+ xydxd]
I
= [Spydxdy +/*Yady)



" Il

O

funzione y-dispari
+Edominio simmetricorispetto asse

(M = (0



ESERCIZIO 4

laledare

IS cost latan yl dxy

dove H = 4 (X ,y) <IR21x2 -Typ =0, x20, (y- 3) = 5)

Soluzione

Il dominio i y-normale, scrivibile come

H =f(x,y) =-(E =y = 1 , 0 = X= 3

1= S
x=y4

=



Integriamo.

/S lo santany dxdy=cost(anctany2 ( dx
*

1/Ny4

=escortan .(x)
O

=c costatae
u= arctany2 π/4
- cosesy= Fance -= a) cosur· dedy=andu

*

Ny= I atan
2Fans

↑
= a [simu] (44)
= -sin(atan()]-

I
sin(anctan(x)) =X



ESERCIZIO 5 (Scritto 21/07/2015)
2/3

Sia D = ( (x,y)R2/x =0, y20 , x
*3
+ y = 1 , x2+ y4 = 1, x+ (y- z)- 13 .

Calcolare Area (D).

Soluzione

10&DL B

D è l'insieme blu in figura .
Area (D) = Area (5) - Area (D2)

⑤ è il dominio tratteggiato in verde . EX-semplice :

5 = ((x,y) = (R
= (0 = x= 1

,
(1- x
*( = y = 2x x2}

Da è metà cerchio di raggio 1, ie Area (Da) = 1 · (1)=8.



Resta da calcolare

Area (5) ISSydxey
↑2)

dyA

= 12Nx2dx - (2x1 - x*3)
*
dx

I
=2dx

,
- (02(1- x23 /3dx

11
è area di 1/4
diarchio di

I raggio 1 !

= 11-3x
Calcoliamo a parts
23 dx = -sin(1). 3 sin2 coszdz

I

X"3 = sinE , E= aucsin (X"3)
X=sin3
dx = 3sineoszas

I



↓ cos(E) sin (2) da
ITes (2) sin (23) da
↓ (1-sin()) sin (23) da
1 +

bisezione = sin (23)dasin sin (221d
↓ 1 +12

sin = 1-e051221 => (sinz (23)d3-3-2012)sin22

I
=int241d-sint(23d+22 sincee

I π/

--sin231d
I

-2)
=.os(42)d
↓-sin(



-> Area (5) = /2 - 3/32π = 13/32π

Finally , Quea (D) = 135/32 - T/8 = git/32.



ESERCIZIO 6

Calcolare

Se 4++yz do

dave E = ((x,% , z) EIR31z = log (x+y2) , 1 = x2+ yz ce2}

Soluzione

La superficie E è (parte dell L'anello 1[X2+y2e

grafico di z= log(x+y2) sul piano z=0.

Una parametrizzazione di E i data da 4 : [1 ,e) x [0 ,2] -IR3

Ip
,
oliposo, psino, 2log)



du = 11 4p nPallado III
.Ilold
I
check !<p ,You

Se=e
I
=4 lagp do

↓
4 [Plage -02 = 4


