
Foglio 3 - Soluzioni



ESERCIZIO 1

Calcolare l'integrals di superficie

I yor
2T

dove T = 4(X, y , z) < IR3(x2+ y2+ z2 = 4
,
x2+ y2-1 , z10]

Soluzione cilindro centrato
se ane z

, raggio 1

-

T = 4(X, y , z) = (R3(x2+ y2+ z2 = 4
,
x2+ y2-1 , z10]
-

sfera centrata
in10, 0,0) di

raggio 2

2T= 2juzzVEz

I Ez &

Ez

-------------

&
Es



Parametrizziamo Zi
,
i = 1,

2, 3

· ) Es = (1(De) con Y : De = [01]x50,2 it] - IR3

(p
, 0) 1 -(pcoso

,
psino

,
o

· Ez = Yz(De) con Y2 : Da = To,h] x50 ,2it] o IR3

(2
,
0) 1 · (cosa

,
sino, z)

Per trovare h
,
interseco superficie sfera e superficie cilindro (+ condizione ho) :

&
X+ yz+22 =4

X2+ yz = 1 => h= 13 m Da = [0,] x [02]

h = 0 angolo limite : 2coso =h= 5 =00 = /G

I
· ) Es = Yz(Dz) con 43 : Dz = [0,] xTo ,2 T] o IR3

10, 4) 1 · (2sinocosy , 2 snosiny , 2 cosa

ho-------

· 2
I := (a+ar=dri

/6

# lalcoliamo i 3 addendi nel RHS usando le mostre

parametrizzazioni.



· ) Sydre = (*)

dtz = Ilddddo = 1 . pdpda = Popdo

I

Sa,eck ! )
= [ p2dp[

*

sinodo = o

-
= 0

· (d=

dre = Ilddddidzdod
Se,Teck

!)

(*)= sino do =0



· (d =*
(check ! )

drz =1/dody dody=sind da

, eck
!)

(*) = Esinodosingly =

= I =0

Erick (X
, % , z) EST8=0 (X ,

-

y ,
z)E2T

=> I=0 (no conti i)
f(x, y ,z) = -

y = - f(X ,y , z)



ESERCIZIO 2 (Diario del Corso
,

es 49)
O A BcDEF

Sia e il poliedro di vertici (0,0 ,0
,
(0. 1, 0) , (1 , 1,0)

,
11

,
0

, 01
,
(1 ,

0
,1)

,
(1

,
1

,
2)

,
10 ,1 , 1).

Caledone
I : = ())r(z713axdydz

Soluzione za

( E
⑨

·F

Do Y

I 8A
>

· ⑧

X C B

L

E
,
D

,
F
,
o Sono complanari. Il piano it che li contiene è dato, parametricamente,

X = t

da
y = S i

t , S EIR .
~i: z = x+yE

z = t+ S
eg .
cartesiano



Dunque : 2 = h(X ,y ,z) = IR3 1(X ,y) = [0 , 172, 0 = z = X+y]
2 i (X ,y) - normale

.

Quindi

I =13/(3)dxdy
= 9[-]***dxoy
↓ /E -

c(x+y++(2)dxdy
↓
-12ytdxy

=E-E-dy
I

= -E (2) dy
I
= E-E(log/
I

= E-Flog + Flogt = E(1-log()



 

ESERCIZIO 3

latedare
I :=/eexydz

dove E= G (X, y ,z) =IR31x1+ y2+ z2 24
,
z = 13

z=R

Tagliando la calotta sferica con il piano z= RET1 ,2]
,
atteniamo i cerchi

Xi+y r2 dove r= Uz2
,
cosicché reto , 53]

Procedendo per sezioni, si
hai

(eyaxdyda = (a(ax
+yz= k-

72yx +yzdxdy)dz
I



del
I
↓ T2

Sinu= (z/2) Prendee

cosudu=12,2) Iu= ancsin

=ese du

I /6

Scosudes=in+ c =4)-

[Provate
per fili

!]



ESERCIZIO 4

Calcolare in 3 diversi modi l'area di

T = ( (X ,y ,z) -IR31 (***y2 - 2)2+ (2-1)2=1

Soluzione Si tratta di un toro. Per vederlo
,
basta parre v = xx+yz

L'eq diventa (r-2)+ (7-112 = 1
,
cioè un archio nel piano rz di raggio 1 e

centro (r,z) = (2,1)
. Ruotando tele cerchio attorno all'asse z ,

troviamo IT

Metodo 1 : Pappo-Guldino
Il può enere def . come rotazione di
2 attorno all'ans z della euro

(10) = (2+ cost
,

0
, 1+ Sinc)

,
Otto ,25t].

2'(0) = (sho
, o,
cosa

IIU'(0) Il =1

-D Area (T) = 2) Xds =2)(2+cost)do = 2π(4π+0) = 8π?

Pappo-G.

G



Metodo 2 : Param - in pelori
Lavoriamo su "metà ta" MTT := ((X , y 1z) EIR3//y2 - 2) 2+ (z-=)

2
=1

, z11}

Area (TT) = 2 Area (MTT).

MTT = Y(D) dave D = [13] x102] e Y : D o IR3

(p,0) · (proso
,
Pano, 1+(p-22)

y
------ ------ me---------

(P- 2)2+ (z-1)2=1

S
z31.

Stiamo parametritando le circonf . latitudinali
Check !)

P didoQua (MIT = Sar ; du = IlPolldidoIIIalldd #P-2)<

-

Qualit =2
*

do .Sa
< Yp ,
Po)=o (check !)

O

!
4Toucsin(p-2)]"

↓
4 Concsin (1) - ancon (82)

14π(π -E) = 8π?



Metodo 3: Param
.
Contesiona Igrafico di funzanci).

Considerando ancora MTT
,
ho anche

MITT) = y(E) dave E = 51=y2 =33 e 4 : E -IR3

(X,y ,z)+(X 1Y/1
-N+ y2-2))

i
Area (MIT = Sa f(x,y)

do = 114 * Tyldydy==
grafico di fz

fi = x2(x+y2 - 2)2
f

2

=
y2(xx+y2 - 2)2

(X2+ yz) (1-1x+ yz -2(3] Y (X2+ yz) (1-(x+ yz -2(3]

Fatto in= exey
polari "Metodo 2"

↓
Dunque Area (t) =CQua (MT =/e d



ESERCIZIO S

Calcolare la massa superficiale di E=h(X,y ,z) EIR3/72+ 1228 _ef = 0
,

02 y = 103
,
avente

densità di massa

MSX,y ,z) = x
2e3 +z2

-22+262(1+ 124412

Soluzione

Osserviamo che ENEy = k3 (con RE10 ,10) è un'ellisse sul piano y
= R

,dieg

*+ = 1

Una parametrizzazione di E i data dunque da
4 : 90 ,107 x [0 ,2] -IR3

(t
,
0) · let coso

, y ,
e "sind

SVogliamocalcolareI Mar , d = Il Pen Pollato



E K
t

↑t Yo =
-cit I - e suno => le

*
easo,e Se+ cosa) ,est sunaI -e-zt

-

t
sino o è coso

Da qui 114+ 1 Yoll = ecoso+ est/1 + coso)+e tsinzo

=> IT//Miyito)olenalde

=>gioco+Sintesto) atoa
I

It et

=casado .Le at+Entodo.dopo
Il Il 11

11

↓ i [1 -e-20] T

& [1 - e
-

40] 51-=-]
- (A)

Resta da calcolar
*

I+ cosodo = 2 +2Castodo + (costodo
↓ 2

- 25 +2+(1-sino)
costo daS

I
=P + Costo-Cno costoda
I
=4 +a-20do
I



U-sine

=5-sinede

↓
ST-

Finally :
I = Te (1-e

-*

) +T/p(1-e-40) +19/24(1- e-6)


