
Foglio 4 - Soluzioni



ESERCIZIO 1

Calcolare il lavoro del campo vettoriale
->

F = z(x + yzfy + (X-274%7

lungo lacurva V
,
di supporto

[2] = ((X,y ,z) IR3/x?+y2 +z = 4X , X- z = 2
, y21 3 .

percorsa in modo che il suo versare tangente T in P = (2,2,0) verifichi
<Tp , (2) < 0.

F può descrivere un campo elettrostatico?

Soluzione

X+y+z2 =4Xno(X -2[+ y2+ 22 = 4- sfa raggio 2,
centro (2.0,0

2

Intersechiamo :

S
(x -2)+ yz+ z2=4

D S
z42 + y2/4 = 1- cilindro base elittica

,
are X

X - z= 2 X =2+z

Y41 y =1

Parametrizziamo l'intersezione [z22 + y24 = 1314X=2+ z3 tramite una coord angolare.

y(0) = 2eost

I z(0) =2 sino -[-T,T]

X(0) = 2+ E sino



Aggiungiamo poi la condizione Y =1

y(0) = 2eost ?1 cost:1 0 [ -T 3,(3)

Dunque, la funzione
7 : T-T(z

,
#(3) D IR3

OI · (2+ E sino
,
2cosa, sina)

parametrizza il supporto di U, come curvas non orientata.

Vogliamo tuttavia che il supporto di U sia percorso in un senso preciso.

Verifichiamo se la parametrizzazione trovata può funzionare.

· y'10) = (recost
,
-2 sincol, cosa

· y(0) = (2. 2,0 , 71d = (
,
0

, rel
,
casa , (3) > = re < 0.

~. (E) = <Tp , 12 so

La condizione imposta nell'esercizio non è rispettata.
Dobbiamo invertire il verso di percorrenza. Riassumendo, una param .

corretta è data da :

r(0) := 7(0) = 12-Esino
,
2010

,
-Esinol

,
0 [-3,b]

Per finire, ci sere d'(0) = -Ecoso, -esino, -Beosol .



(Fds=Ecri,vid
- Ecoso

cosa)
,

(-2sina) do↓ (T < fresinoTo -recoso

= (2sinocoso-8 costo sino -2 sinocosadoSi---
I disponi dispari pari

=a fare sicosodo-[sin]
. Il campo non è elettrostatico. In particolare , tav è irrotazionale .

(*=ay



ESERCIZIO 2

Sia meIN e A = (sxy ,z) <IR3/z2[X*+y
2

, z20 ,
x+y2+z221}

lalcolare

him (nff)(xy+zdxdyl

Soluzione

z2 = X+y2 -> "doppio" cono
,

con vertice in 10,0,0

Z

-

%...
-

Poiché z10, possiamo prendere z =xx+ yz cioè :

↑ Z

-

X
· O y

X

[



La disuguaglianza zXy si traduce, in : "IR a cui togliamo il conopieno
&

ileui berdo ha eg .
z=+y? Infine,

intersecando car+y2+z211
,
atteniamo

la semisfera nel semispazio 47203
,

a cui è stato rimosso il cono appena
citato.

*

La semisfera cava in figura è il
nostro dominio A.

Vogliamo ara parametrizzare A . Lavoriamoin coordinate sferiche
X = psinocosy

T : E y = PSnowny (To,+, Reto,I , YeTo ,27.

z= p Coso



O

Y

Chiaramente
, per A, re[01] , y eTo ,2T) .

li serve trovare il bound su o che descrive la "rimozione" del cono.

Z
retta z=y
sul piano X =o

#
2

·

ti
Af

X



Senza conti : il cono zexy2 ,
ristretto al pianozy (ie x =0) è delimitato dalle netts

z= Iy. Per simmetria, la cosa è analoga se consideriamo qualsiasi piano passants per
l'origine e ↓al piano xy . Segue immediatamente che oc[

*/4,12].
Z

M

/4
2
&/

>y

Sezione planare di z2= x2+y

Esplicitamente : lavorando in sferiche :

A = ((x,y ,z) < /R3/z22X3+y2, z20 ,
x2+y2+z221}

111+ 1 I

↓ ↓ ↓
① pacoso posino 0 =P =1

② proso :0

= S
① tant =1090 = /23 -> OETTT4,12]

~OET/4,12]
② O E to,12]



Dunque A
,
in exordinate sferiche, ha descrizione

* = &(p, y ,0)18T0,1), geT0 ,2]
,
09/,

T/27?
·

Infine, notiamo che [calcolarlo almeno una volta nella vita ! ]

Idet J+ (p,4,
011 = p' Sino

dunque dxdydz = posino dedy do

Finally :

n(f)(x2+yz+z4dxdydz = ndy . (
*
sinoda tandi

I #/4

=m
Pertanto : mvT ·E2n+ 3 n->+0

&SS Provate a calcolare

()) Imm . (x+y+zdxdyd
Naterete ehe (f)(lim fn)dxdydze (dar abbiamo posto fn:= n(x+++74")

Eppure limto())fnsX)dxdydz 0 !!!



In generale : L VIETATO SCAMBIARE LIMITE E INTEGRALE

Vedrete che
,
tuttavia, in particolari condizioniciò è possibile ,

il se fr caverge al
suo limite in maniera uniforme. Nel nostro caso

,
ciò non accade. Sarà tutto più

chiaro tra qualche settimana .
"



ESERCIZIO 3

lalcolare il centro di massa di

S = ((X,y ,z) = (R3/x2+ y2+ z2 = 4
,
X20

, 2203

avente densità di massa(X,y ,z) = X.

Soluzione

Il centro di massai è dato da CM= (Xcr , yor, tcre) con :

*on=as (g* Gixyz) da

S yem =mas [gy(x ,y ,zidi

zcm =
I

· (,zS(X,y i z)di
massa (D)

Partiamo da

massa (S) = Sar
S

Troviamo una param .

di S usando le coordinate sferiche

E
X = psinocosy

T : y = PSnowny (To,+, Re50,T , yeTo ,27.

z= p Coso



Nel nostro caso :

· p= 2

· 220so20 = Octo,/2]

·sinocoy YeTT] UTT, CT) o
, analogaments Se più semplicemente

ye[-T(2,/2]

Dunque, una parametrizzazione di S è data da
4 : T-Ta ,/2] XT0 ,/2] -IR3

Sy ,
0) -(2sindeosy,asonosing,

acosa

Il bound su y e o erano anche facilmente intuibili dal disegno di S, giacché si tratta
dellasuperficie della semisfera di raggio 2

,
centrata in 10,

0,%
,
nel primo e quanto

ottante) .

↑



Poi : dr = /1 Yy /Pall /I Ty/1
. IlPoll=sino

Check !

SPp ,No

Dunque :

massa

(s)/modo . I
*1

easy dy = 4π.
-T/z

Caleaiamo ora le coordinate del centro di massa.

*
! ->/4

· gSinodocosty da
↓ sinodo

↓
a fa sinose-cosodo
I



esso=u12! ( -u4du=
- sinu=de

= /Xydu=
disparità in y
simmetria del dominio rispettool piano Xz dy-o

== (gxzdr
↓Inocosdo. Toy
Isinocosodocosyl
=

m ( = (4/3
,

0
, 8/3T)



ESERCIZIO 4

laledare l'integrale emvilineo della 1- forma differenziale
w(X , y) = 2(X+y)xdx + 2(x+y) ydy

lungo laeura 7, descritte in pelari come grafico di
9 (0) =0

,
0 [0,/2]. -

Solutions

X= P(0) caso ; y=p (0) sino

y (0) = (0 caso, asind),
o To,/2].

y'(8) = (easo-osino, sino+ ocoso),

I

j

r

M

M

A

N

in
T



· SywwincollpCodi
= 22/02caso+oSinocosa) (Coso-osino) + 102cosasino+aSinto /sino+ocasd]do

↓
conti

... agacosadocosinado = (A)

-
In #2

· Is = ocsing a Josino
↑

parti
↓
=-2)
I

↑ 2) +sind

=-2 (+ 1)=e

· Iz =-ecosodo
↑
parti



↓ losingoda)
I
= 2( + casa 2)
12 ( - 1) = π-C

~o (*) = I - 4 +2 - 4= 28.



ESERCIZIO S

Caldare Itsin (y2)exdyde

dove BIG
,
1) è la palla di IR centrata in 10,0,%

,
di raggio 1, rispetto alla metrica

euclidea.

Soluzione

fi= zsin?(5) e dispari risp.
z

,
ie f(xy ,z)= - f(x,y ,

- z)
.

Inoltre : (X ,y ,z)e1) (X, y ,
- z) e B(q1) .

I

Itsin (y2)exdyda = 0.



ESERCIZIO 6

Sia F (X ,y ,z) = 14X
,
-2y2z4,

esia S = <(X,y ,
z) CIR31x2+y2 =4

,
z20,

z = 33
.

lalcolare, in due diversi modi, il flumo di Fuscente da 25.

Soluzione

· ) Teorema della divergenza
divF = G F/2xc + 2 F2/2Xz + 2fz/2X3

* 4- 4y + 2z
.

(Fondr= (f)
,
divFaxdydz

25 ↓ (f)
,
44-4y+2z)dxoydz

↓ vol (s) -↑(f)
,

Yexeydz +2(f),zdxdyda

cilindriche
4 . 3 .2 - 4)3)/2sinodeddz)+2))))) zu da do
I

=483·-cosa+ 2 ·2.TE
!
48 +4 -2-2= 48T +36 = 84π



·I Calcolo diretto 25 = E
,UEzUEz

Es

--23

--
Ez

il Es
. n= (0,0,

1). Parametrizzazione : Y2 : To, 2] x [0, 2 T] O IR3

ie Ec = 4. (T0 ,27 xT0 ,2 T))
·

(p
, 0) I · (proso

,
prino

, 3)

~Fond =di = Area (E) = 9 .4 =36

Es

ii) E2. = 10 ,0. -1) .
Parametrizzazione : 42 : %0, 2] x[0, 21] O IR3

2

ie Ec= 42)[0 ,27 xT0 ,2 T))
·

(8
, 0) 1 · (proso

,
prino

,o

~ /Fondi = 0 . f die = 0
2

2 Es

iii) Ez .

Parametrizzazione : Y : [0 ,37 XTo , 25T] - IR3

(2
,
0) ~Keoso,

2sing, z)

ie Ez = (3 (70 ,33 x[0 ,25]).



Yza = (-asino
,
acoso

,
ol

Yzz = (0,
0

, 1) check !

S
n = + 430XYzz = 12caso

,
asuno

,
ol
= /cosa, sino ,o

31 11430 * 43 zll 2

Vogliamo quella uscente n= (coso
,
sino

,
o

dTz = Il 49 XYzz Il dodz = 2 dodz.

~ F. dodz= 29 coso, -sano, 7) . (coso
,
sino

,ododz
I
↓22 coo-8 sin da dz

I
=2 . 3 .892oso-sin30) do
I
= 48[T-0] = 48π

~ (Fidu=Fidi =36o=


