
Foglio 7 - Soluzioni



ESERCIZIO 1

Sia

fn(x) = 1 + mSin (Fouctan(xlof(x)
caledone il limite puntuale di fn in To, +e)

.

Esso è anche uniforme ?

Soluzione

Convergenza Puntuale Per ogni X10,-

Xauctan(x)log (X+1)
> 8

n2 n -+0

Ricordando ara che sinznz per zo, abbiamo

Sin (xanctanx log (x+1))v vactanx log (xteM2 M2

Dunque
himn Sin(xactanlof (x))=lim n xactanvlog(x =

Segue fn ->1 puntualmente,
su To , +a)



convergenze uniforme
Osserviamo che

,
se 7 [xn]CIts Ifn(Xn)-f(xn)/X50 per n ->0o

,
allora

In-f unif .
in I

, giacché :

Su /fn(x)
- f(x)) = (fn(xn) - f(xn))++0

consideriamo i punti Xn tec

sin (Xnauctan(Xn)log(xn+ 1)) = 1 (*)
n2

Per tali punti , fn(Xn)-1 = 1+-1 =-+0.

Dunque, se 7 tali Xn ,
la conv. non è uniforme.

per avere (11
,
cerchiamo gli en tec

Xnouctan (Xn) log(xn+1) = m2/2
,
FM21

.

(**)

L'esistenza di una successione te (**) valga, è garantita dal teorema dei valori
intermedi

, poiché la funzione continua

g(x) = xauctanx log(x+ 1)

e +c gra =o e g(x)- + 0
.
Quindi

,
Anc

,
7 Xn tc g(xn)= n?

X- +N

~> la convergenza non è uniforme, su To , +d



ESERCIZIO 2

Sia

fu (x) =
Sin (n3x4)
m2x3

a) Stabilire se fn] converge puntualmente su (0,
+ d).

b) Stabilire in quali I (0 ,+) [fn] converge uniformemente.

Soluzione ·

Cas Sia Xe Co ,ta fissato.

Ifn(x))=3
> 0

m-+0

mfn(x) puntualmente su (0 ,
+0)

.

(b) Sia Un=(I) (01 +g) Anc

Ifn(xn)l=== mesplyn(fum
La convergenza non è uniforme su (0+1) Sia alo.

· o
musSup Ifux n- 0

00
.Ign'))=am-+0

La convergenza è uniforme su Ta , +) ,
Faco



#SERCIZIO 3

Sia

fn(x) = (Me-tartan (t)e
al Studiare la convergenza puntuale di [fn3.
b) Studiare la convergenza puntuale di [fn3.

Soluzione

a) t = m-s ~ fn(x) = e-n)esartan (In-s4ds.
~ Inkenes ds =en- V X IR fissato.

n+ 0

mo for n-
O puntualmente su IR.

b) Sia n fissato. Osserviamo che

f(x)=limtantantdtetactanta
Tinfattietantante +o]+- -o

~Supfn(x)=+ La cavergenze non i unif . su R



Il problema sorge quando X- +8.

Vediamo se la cono. è uniforme su Ib = (-8
,
b]

,
belR.

Dobbiamo valutare lim (sup If(x)
t = m-s ~ fn(x) = e-n)esartan (In-s14ds.
-> Ifn(/enes ds =ele-1

2

sup Ifn(x)) = supele
*2) = eleb-1) meta

> 0

xt[b XElb I
ex1 crescente

~ La
convergenze è uniforme ser In = (-8

,
b)

,
beIR



ESERCIZIO 4
-11-1nx11

Studiare convergenze puntuales uniforme di [fnnen an fn(x) = e

Soluzione

fn (x) = e
- 1- inx)

fu pari : studio su 50,
+a)

· X70 = MX >0 => Inx1 = nX
.

1-mXse0 = X = /n
· 11 - nX1= S MX-1 se X 1/n

Overall : enx +1

se X1m

S e-1- mX
se -1n2X0

fn(x) =

e
-1 +nX

se 0X = 1/n

e1-mX
sex > In

· fn(0) =1/efm IN
*

· fn (4n) = fn)-1(n) = 1Xne IN *

· fn(x) = fn(- x) XMEIN *



Convergenze puntuale
studio per

+20.

·lim fn(Ye

· a X =EIR fissato ,
7 niko to Ec, n .

1/ -1/
Quindi eze

,
cici e

*
De

1-m 1 -m/n
=>olim f(x)=lime < lim e = O

-

me+o

Dunque : fone fix =

" se X =0

(prentualmente in IR)S
E Se X+0

· Convergente uniforme
Le fo continue consergano puntualmente ad una funzione discontinua
-> Convergente Non uniforme su IR.

Problema : interno di zero

proviamo la convergenza uniforme [pula can Ip= (8
, b), Ja

= Ta
,
+a)

,
blo

,
aso.sel

Sup Ifn(x-f(x) = elm-eO
m+ +0

a



splfu(x-f(x =et- e
m-+0

Quindi ho can. uniforme su IgUJa.



ESERCIZIO S

sen = X1

Sia fn(x) =G
se0 = X 1n

V m E IN

studiare la cari puntuale e uniforme di fubnen

Soluzione

Convergenze puntuale
limf(x)= x (01]

Infatti, fissato - (0.1) , 7 m sico to IL 1/n

Dunque ,
Vn > n

, fr(x) = 1/*- /E per n -+ 0
, puntualmente.

Per = = 0
,
invece

, fn() = m-+0
m=+0

Convergenza uniforme
Sicuramente non ho cono

. Unif .
su [0,11

, giacché fu limitate ma f non limitata.

Tuttavia, su Ta,17 con ocacs
,
abbiamo

sup(fn(x) - fsx(F/1x- 1) = 0
, dunges ho car. Unif. su Ta, 1).

X([a,1)

per n1



ESERCIZIO 6

Sia LEIR e fn(x) =Mdtenx
,
XeTo, + o).

i) Studiare comi. puntuale di EfnYnEIN-
ii) Studiare cono. uniforme di 4fu nein See [t, +0) per 211. E se ace ?

iii) studiare cono, uniforme di Sfubnein se 50 ,1] per =1. E se acs ?

Soluzione

i)lim fn(x) =0 xTo,+ =f 0 punt su Tota
,
VER

ii) sup 1fn(x)) =?
XE[0,+d)

& fu(x) =(e
2x

- mxe -Y)m4 = ma(1-mx)e
mx

=00= x = 1 -

-> In ha massimo in X = In.

=>suptate /fu (x)) =mb1
1

= mx
-2e- 1

E
-> O xx(1
n++N

-> e
+
se2 = 1

ne +N

- +o se 11
n-+N

unif

fo-o in To,
+ r) se <1.

I [1. +c)
,Sup If(x)=Ifl = ne meto ,

fa



=> frunico in [1 ,+ 8) VER.

iii) In 50,1)
,p /f(x))

= fn(n) =m-1e-os44
,
da wi car

-unif.n-+ N

su To,1] sie <1.



ESERCIZIO 7

Dato F(x ,y ,z) = Xz28/2x + y2 log(1+y2)Gy + xzetz

D = G(x ,y , z) <IR31z = 1
,
0 = yelogy = 23

Calcolare SyF ,
dave C = GD percorso in senso orario.

Svolgere il conto in 2 modi diversi.

Soluzione

dom (F) = IR2

retF = (xze2)8/ax + (2xz -zey)by + 0 . %7

Il campo non è invotazionale (e quindi non può encre conservativo.

Metodo 1: Teorema di Stokes

SpCratf, Ugini] dr = (ad F

D = y (E) ; E = 51 ,22]x50 , 1]

Y (t,s)= (t , slogt ,
1)

↑+Ys = log (t) & =O

=> SF =F=atf,giudurafy ,yndt-



Metado 2 : Calcolo diretto

2D = [2]UTrz]V[23]

U, (t) = (et,+,) ,
teto2]

, Wist = let, 1,
0)

(2 (2) = (92, 2-3
,
1)

, 350,2] , (19) = 10 ,
- 1 ,
0)

Ussul = (e2-40 , 1) , e =50.27 , Use) = fe-0 ,d

Sap* Tr+ Src+Cr
= felog (1++11dt + ( (2-31 log(+(2-2(4)(-1)dz + (a(-2)e4 -

24)du

cambioe ↓
integ.

t = 2 telogh+zdt -log(+ +dt - e) e
-2
du

-3dt= -az

↓ambi-t=

u=2-t

du= -at


